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1 Einfiihrung

Die Erhaltungsgesetze sind bedeutende Gesetzmafigkeiten in der Warteschlangentheorie
(oder Bedienungstheorie) [4], [5]. Sie stellen eine invariante Gleichung in der breiten Klasse
der Abfertigungsdisziplinen dar. Die Abfertigungsdisziplinen sind die Regeln, welche die

Reihenfolge von wartenden Auftrédgen innerhalb der Warteschlange bestimmen.

Die Erhaltungsgesetze werden meist in der Klasse der konservativen Abfertigungsdiszipli-
nen formuliert unter Annahme, dass innerhalb solcher Klasse der akkumulierte Wert der
unvollendeten Arbeit nicht von der zugrundegelegten Abfertigungsdisziplin abhéngt [8].
Die Abfertigungsdisziplin heifst also konservativ, falls die Anforderung auf eine belegte Be-
dieneinheit trifft und in der ersten Position der Warteschlange wartet, bis sie zum Zeitpunkt
t bedient wird.

In der Klasse von solcher Disziplinen gelten verschiedene Arten von Erhaltungsgesetze,
wie z.B. die Erhaltungsgesetze der verbleibenden Aufenthaltszeit der Forderung oder Er-
haltungsgesetze der Auftrage usw.. Es gibt auch die Erhaltungsgesetze, die verschiedene
Charakteristiken verbinden. Dazu gehort auch das Littles Gesetz, welches einen Zusam-
menhang zwischen der durchschnittlichen Anzahl von Kunden in einem Wartesystem und
der Verweildauer herleitet [6], [7]. Es sei hier noch bemerkt, dass das Littles Gesetz sowohl

in der Klasse von nicht konservativen Disziplinen als auch fiir Netzwerke (wie z. B. die
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Warteschlangen mehrere Schalter einer Bank oder Check-in-Schalter am Flughafen) aus
Wartesystemen gilt.

In der vorliegenden Arbeit beschéiftigen wir uns mit einer Verallgemeinerung und Prézisie-
rungen des Erhaltungsgesetzes von L. Kleinrock [5] fiir das Bedienungsmodell M, |G, |1]oco
in der Klasse der konservativen Disziplin, wobei die Bedienungsunterbrechungen der For-

derungen im Modell zugelassen werden.

2 Erhaltungsgesetz fiir das Modell M,|G,|1|co in der Klasse der

konservativen Abfertigungsdisziplinen

Wir beginnen diesen Abschnitt mit den notwendigen Begriffsbildungen und anschlieffend
befassen wir uns mit einer Verallgemeinerung des Erhaltungsgesetzes von L. Kleinrock
fiir das Bedienungsmodell M, |G,|1|oo in der Klasse der konservativen Disziplinen unter

Annahme, dass die Bedienungsunterbrechungen der Forderungen im Modell zugelassen sind.

§1 Littles Formeln und Regenerationsprozesse

Wir nehmen an, dass alle im folgenden betrachteten Prozesse auf einem festen Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, P) definiert sind und betrachten die Funktion eines Bedienungsmodells
auf dem Zeitintervall [0; oo]. Die Forderungen werden nach der Reihenfolge ihres Eintref-
fens nummeriert, d.h. 1,2,...,r. Die An- bzw. Abwesenheit der i-Forderung kann durch die

Indikatorfunktion y;(t;w),w € Q

1, falls sich i-Forderung zum Zeitpunkt ¢ im Modell befindet
Xi =
0, sonst
definiert werden, wobei y;(f;w) eine messbare Funktion von ¢ (¢ > 0) ist.
Der Zufallsprozess £(t;w) (t > 0) gibt die Anzahl der Forderungen zum Zeitpunkt ¢ im
Modell an. Der Zufallsprozess v;(w)(i > 1) entspricht der Aufenthaltszeit der i-Forderung
im Modell (d.h. Wartezeit + Bedienungsdauer).

Wir nehmen weiterhin an, dass fiir alle w € €) die folgende Grenzwerte

£(w) —m—/Uw

T—oo 1

a(w) = lim N(T;w)|T, (1)

T—o0

vw) &%—Z%



existieren, wobei N(t;w) die zufillige Anzahl der Forderungen darstellt, die wéhrend [0; ]

eingetroffen sind.

Theorem 1 (Littles-Formel)
Falls es ein w € Q gibt, sodass a(w) < 0o und v(w) < 0o, dann gilt {(w) < oo und

Korollar 1
Falls der Grenzwert fast sicher existiert und auflerdem a(w) < oo und v(w) < oo fast sicher

qilt, dann folgt

f(w)=a(w) v(w) f.s.

Die Existenz von solchen Grenzwerten ist {iblich fiir Bedienungsprozesse. Dazu gehoren zum

Beispiel die Regenerationsprozesse.

Definition 1
Der Prozess &(t;w) (vn(w)) heifit Regenerationsprozess, falls ein zufilliges Moment S, (v;)
existiert, so dass der Prozessverlauf eine identische Wahrscheinlichkeitskopie des genannten

Prozesses darstellt, der im Zeitpunkt O beginnt.

Aus der Existenz des Momentes S, (v, folgt die Existenz einer ganzen Folge {5, }n>1 ({¥n}n>1)
von Momenten, wobei Sy, 11 — S, (Vn+1 — V) unabgéngig und identisch verteilt sind. Mit an-
deren Worten, die Momente {S, },,>1 ({I/n}n21> gestalten einen Erneuerungsprozess. Dabei
wird S, 1 — Sp(Vny1 — V) als Regenerationsperiode bezeichnet. Die Endlichkeit der Erwar-
tungwerte von Regenereationsperioden sichert die Existenz der stationdren Vereilungen fiir
¢(t;w) und v, (w), wobei t — oo und n — oo. Die Endlichkeit der Erwartungswerte der

stationédren Verteilungen zieht die Existenz von (1) fiir gegebenen Prozess nach sich.

Gegeben sei nun ein Regenerationsprozess £(t;w), der eine abzdhlbare Menge von Zustén-
den Ey, Es, ..., hat.

Es sei pi(t) die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ej-Zustandes zum Zeitpunkt ¢ + s unter
der Bedingung, so dass S, = S (wobei S, ein Zufallsmoment ist).

Wir setzen p = ES, und nehmen an, dass ES, < 4+o00. Dann gilt |2]

Theorem 2 (Feller)
Angenommen limy_, ;o pr(t) = pi existiert und px > 0  sowie > pp = 1. Ist der Erwar-
tungswert der Aufenthaltszeit des Prozesses &(t;w) im Zustand Ej wéihrend einer Regene-

rationsperiode gleich ., so gilt

Pr = Hk|p, MZZ/%-



Korollar 2
Aus der Existenz der stationdren Verteilungen fir (t;w) und v(t;w) (t — o00; n — 00)
und dem starken Gesetz der groffen Zahlen fiir den Prozess Ny(t;w), d.h.

N(t;w)

; —a f.s. t— 00,

folgt die Gliltigkeit von Littles Formeln, d.h
1) Es gilt

L=aV, (2)

wobei L und V' die endlichen Erwartungswerten der stationdren Verteilungen der Prozesse
E(t;w) und v, (w) sind.

2) Ist L, der Erwarungswert der stationdren Verteilung der Forderungsanzahl (gegebene

Typ an der Reihe), so gilt
L.=avw = L,=L—pm, (3)

wobei V = w + B, L = aw + pm und w der stationdre Erwartungswert der Wartezeit

der Forderung ist.
Wir benétigen ferner das Theorem von Kolmogorov-Prochorov|1]:

Theorem 3 (Kolmogorov-Prochorov)
FEs sei S, = & + ... + &, eine Summe einer zufilligen Anzahl von Zufallsgréfien. Die

ganzzahlige nichtnegative Zufallsgrofie v sei von der Zukunft unabhdngig. Dann gilt

ZP (v > k) El&] < oo,

k=1

so folgt

k=1

§2 Das Erhaltungsgesetz fiir das Modell M, |G,|1|co in der Klasse der konser-

vativen Abfertigungsdisziplinen

Betrachten wir das Bedienungsmodell, welches nach Kendallsche Notation durch M, |G, |1]oco
bezeichnet wird.
In das einkanilige Bedienungssystem treffen die unabhéngigen Poisson-Strome 1-Forderungen,

2-Forderungen, ..., r-Forderungen mit dem entsprechenden Parametern a4, ..., a, ein. Die



Bedienungsdauer der Forderungen sind in ihrer Gesamtheit unabhéngig und sind insbe-
sondere unabhéngig vom Eintreffensprozess, dartiber hinaus sind fiir i-Forderungen (i =
1,...,r) die Verteilungsfunktionen durch B;(t), B;(+0) = 0 gegeben.

Wir bestimmen nun die ersten zwei Momente der angegebenen Verteilungen (das reicht

vollig fiir unsere Ziele aus), d.h.

By = [ t'dBi(t) , (i=1,...,m7;j=12).
/

Wir setzen nun

pi = a;iBn, R= Z}Oi , Wo= %Zazﬂm-
=1 1

Dabei sind die Grofe R die Auslastung des Modells oder die mittlere Zeit, die fiir Bedienung
der Forderungen (die in der Zeiteinheit auftreten) verbraucht wird und die Groke Wy die
mittlere stationdre Vorbedienungszeit der Forderung, die am Gerat anliegt.

Die Ungleichheit R < 1 ist die Stationaritédtsvoraussetzung fiir das beschriebene Modell.
Ist R < 1, so existieren die stationdren mittleren Erwartungszeiten W; (i =1,...,r), d.h.
das Zeitintervall von ihrem Eintrittsmoment in das Modell bis zum Moment ihres ersten
Eintreffens am Gerét.

Bezeichnen wir durch U; die stationdre mottler Aufenthaltszeit der i-Forderung im Modell,
d.h. ein Zeitabschnitt, der mit dem Eintrittsmoment in das Modell beginnt und endet, wenn

die i-Forderung das Modell verlésst.

In der Literatur [4], [5] ist das Erhaltungsgesetz von L. Kleinrock fiir M, |G, |1|co in der

Klasse der konservativen Disziplin ohne Unterbrechungen wohl bekannt:

- RW,
[/ |/ pr— 4

wobei R < 1 und im Inneren jedes Eingangsstromes die Bedienungsdisziplin FIFO (, first in
- first out “) herrscht.

Wenn die Unterbrechungen zuléssig sind, so kann man zwei Definitionen fiir die Wartezeiten
geben, die im Modell, wo die Unterbrechungen nicht zuldssig sind, zusammenfallen.

Es seien Wy, (k = 1,...,r) der stationédre Erwartungswert der Wartezeit der k-Forderung
bis zum Moment ihres ersten Eintreffens im Gerdt und Vi, (kK = 1,...,r) der stationére
Erwartungswert der Summe der Wartezeiten der k-Forderungen aus Uy, wie sie sich in der
Reihe befinden.



Desweiteren bezeichnen wir durch Hy, (k = 1,...,r) den Erwartungswert des Zeitintervalls,
das mit dem Eintrittsmoment der k-Forderung in das Gerét beginnt und endet, wenn sie
das Modell verlésst.

Im Ergebnis erhalten wir, dass

UkIWk—FHk:Vk—i-ﬁkl, (kzl,...,’l“).

Wir behaupten nun Folgendes.

Theorem 4
In der Klasse der konservativen Disziplin fir das Modell M,|G,|1|oco gilt das folgende Er-
haltungsgesetz
- ~ B Wo
W, Hy = 5
;Pk k+;ak25k1 FE TR (5)

wobei R < 1 und innerhalb jedes Stroms FIFO-Disziplin vorausgesetzt wird.

Beweis. Zunéchst sei hier bemerkt, dass bei den obengenannten Disziplinen zu einem belie-
bigen Zeitpunkt im Modell aus jedem Strom nicht mehr als eine unterbrochene Forderung
existiert.

Wir bezeichnen nun durch N(t) die zuféllige Anzahl der k-Forderungen im Modell zum
Zeitpunkt ¢, die noch nicht bedient wurden und durch T(t) die zufillige Anzahl der k-
Forderungen zum Zeitpunkt ¢, die am Gerat anlagen, aber noch nicht voll bedient sind.
Die Grofe Ni(t) + Tji(t) ist dann eine zufillige Anzahl der k-Forderung im Modell zum
Zeitpunkt .

Es sei

Lu(t) 1, falls die Bedienung zum Zeitpunkt t erfolgt.
k pu—
0, sonst.

Die Prozesse Ni(t), Ti(t) und Li(t) (k = 1,...,r) sind Regnerationsprozesse mit einer
zahlbaren Anzahl von Zusténden.

Die Regenerationsperiode stellt die Summe aus den Intervallen der freien Zustédnde des
Geréts und der Ausfithrungsperiode dar.

Der Erwartungswert der Regenerationsperiode ist gleich

1 1
— =~
o o r—

mit R < 1,



wobel
O =4ai,...,0,

und 7,; der Erwarungswert der Ausfiihrungsperiode im Modell M, |G,|1]co in der Klasse
der konservativen Disziplin ist.
Wendet man das Theorem von Feller fiir diese Prozesse an, so gilt, dass mit Wahrschein-
lichkeit 1 (weil Ng(t) > 0, T} (t) > 0, Li(t) > 0 ) die Grenzwerte

lim Nj(t) = N; tlLI?oTk(t) =Ty; tlgglo Liyt)=L, (k=1,...,7),

t—o00

existieren, wobei
p{Lr =1} = pr, > 0 ist. (6)

Aus der Ungleichung
p{Ti(t) = 1} = p{Ls(t) = 1}
folgt, dass
p{T, =1} > pp > 0, (k=1,...,7). (7)

Es seien z;, die zufillige Bedienungsdauer der i-ten k-Forderung aus der Anzahl Ni(t) und
Ji(t) die bedingte verbleibende Bedienungszeit der k-Forderung zum Zeitpunkt ¢ unter der
Bedingung, dass T} (t) = 1.
Aus der Zeitachse abstrahieren wir die Intervalle weg, in denen keine k-Forderungen an-
wesend waren. Weiterhin betrachten wir die modi fizierte (verdichtete) Zeitachse. Jeder
Zeitpunkt ¢ auf der Zeitachse entspricht einem Moment bzw. Punkt Ly (¢) = u (wobei Lg(t)
ein Zufallsprozess ist) auf der modifizierten (verdichteten) Zeitachse. Auf der modifizierten
(verdichteten) Zeitachse abstrahieren wir noch einmal die Intervalle weg, in denen keine
k-Forderung eingetroffen (bzw. bedient) ist. Danach schaffen wir eine neue Modifizierung
(Verdichtung) der modifizierten Zeitachse. Jeder Moment der modifizierten Zeitachse ent-
spricht einem Punkt & (u) auf der doppelt - modifizierten (verdichteten) Zeitachse.
Aus (6) und (7) folgt mit der Wahrscheinlichkeit 1

lim Ly (t) = 4o0; lim &,(Lk(t)) = +oo. (8)

t——+o0 t——+o0

Die GréRe Ji(t) stellt sich als die verbleibende Erneuerungszeit zum Zeitpunkt & (Ly(t))
auf der doppelt-modifizierten Zeitachse des Erneuerungsprozesses {5,(;)} dar, wobei f,(j) die
Verteilungsfunktion By (t) ist.



Daraus folgt die Existenz des Grenzwertes

fheo 3 (Lk (t)) —0o0
wobei
Bra
EJ, = k=1,...,r). 9
m ) )

Bezeichnen wir die durch w(t) angesammelte und unausgefiihrte Arbeit zum Zeitpunkt ¢
im Modell M,|G,|1|oc. Diese Grofe ist invariant in der Klasse der konservativen Disziplin.
Der Erwartungswert F(w) ihres Grenzwertes bei ¢ — +o0o kann aus (4) abgeleitet werden
(dabei muss man alle Forderungen nach der FIFO-Disziplin bedienen lassen), vorausgesetzt
Ew=W;=...=1MW,, dann ergibt sich

Ew = Wy|(1 — R). (10)
Fiir w(t) gilt dann die folgende Gleichung
r Ju(t), falls Th(t) = 1
k ) alls L
cm=2<zm+ )
k=1 \ i=1 0, falls Ty(t) =0

Daraus ergibt sich

Ny (t)

Euw(t) = Z (E N w4 p{Ti(t) = 1} - EJk(t)>. (11)

Da die Zufallsgrofe Ny (t) nicht von der Zukunft abhéngt (d.h. sie wird vollstdndig durch
den Prozessverlauf des Modells in dem Zeitabschnitt [0;¢] bestimmt) und die Zufallsgrofsen
zix (i > 1) unabghéngige Zufallsgrofen sind, gilt fiir z;;, das Theorem von Kolmogorov-
Prochorov.

Das bedeutet, fiir ;. gilt, dass
Ni()
Z T, = ENk(t) - Bra-
i=1

Andererseits ergibt sich aus (9), (10) und p{T}(t) = 1} = ET(t) analog (11) folgender

Grenzwert fir ¢t — +o0o:

Wo - < Bre
= ENg + — FET,. 12

Nach den Littles-Formeln (Korollar 2) ist

EN, = ap,Wy; E(Nk + Tk) = a, U, = ap. Wi, + arp Hy,. (13)

8



Durch Einsetzen von (13) in (12) erhalten wir also (5) oder
Br2 Wo
W, = .
Zpk k+2ak2@d —

Das Theorem ist damit bewiesen. O]

Korollar 3
Falls Hy gleich By ist, dann geht das Erhaltungsgesetz (5) in das Erhaltungsgesetz von L.
Kleinrock (4) dber. (d.h. die Unterbrechungen sind nicht zuldssig).

Korollar 4

Sind die Bedienungsdauern

ﬂkl = 6k2/25k1

exponentiell verteilt, so folgt aus (5), dass

Z pr(Wi + Hy,) = Z PKVk = RWO (14)

Zur Illustration der Anwendung der Erhaltungsgesetze bei der Berechnung der Grofien

Wy (k=1,...,r)im Falle der konkreten Bedienungsdisziplin betrachten wir das folgende
Beispiel.
Beispiel.
Fiir die Disziplinen der Absolutenprioritdten des Modells M, |G,|1]co gilt
Pr2 B
Wi, = , H
TR0 -Ry) T 1-Re

T
wobel pr2 = % > aifs .
k=1

Unser Ziel besteht darin, die Giiltigkeit unseres Erhaltungsgesetzes nachzuweisen, d.h.

Wo . g, Bra 1
— W . . 1

Aus pp = (1 — Ry—1) — (1 — Ry) folgt

T s

PkPk2 Pk2 Pk2
Wy = = _ _ PRz
Zp’“ £ Z (I-Re)(1-Ry) &1-R Z1—R,H
W - Prk—12 Pr2 — Pk—12
TI-R T &1-Re 2_31—3“ R Z R

= (15).



3 Erhaltungsgesetze fiir das Modell M,|G,|1|co in einigen Unter-

klassen der Klasse der konservativen Abfertigungsdisziplinen

Die Klasse der konservativen Disziplinen ist ziemlich breit, um fiir sie quantitativ aussa-
gekriftige Resultate zu erhalten. Daher ist es zweckméfig, ihre Unterklassen in Betracht
zu zichen. In diesem Abschnitt werden die Erhaltungsgesetze fiir das Modell M, |G,|1|co in

zwei wichtigen Unterklassen der Klasse der konservativen Disziplinen neu definiert.

§1 Disziplinen mit zeitlich kategorischen Absolutenpriorititen

Wir betrachten im folgenden das Modell M, |G, |1|oo mit zeitlich kategorischen Absoluten-
prioritéten [3], [8].

Definition 2

Die Zeitachse ist unterteilt in Abschnitte mit der Lange T > 0,wobei [0;T], [T;2T],... als
Quanten bezeichnet werden. Die Forderungen, die auf verschiedemen Quanten eintreffen,
werden nach der FIFO-Disziplin bedient. Diejenigen, die auf gleichen Quanten eintreffen,
werden nach der Disziplin der Absolutenpriorititen bedient.

Die Disziplin der Absolutenprioritdten unterscheidet sich von der Disziplin der Relativen-
priorititen dadurch, dass bei den der absoluten Prioritat die i-Forderung 1 <1 < j < r mit
absoluter Prioritdt ausgefihrt wird und die Bedienung der j-Forderung unterbrochen und

nach Bedienung der i-Forderung fortgesetzt wird.

Lemma 1. Es sei R > 1. Fiir die Disziplinen mit zeitlich-kategorischen Absolutenprioritd-
ten im Modell M,|G,|1|oo gilt die Gleichung

Ry
Hj, = B + kol

/(T — W P{m (B0 > uldu, (16)

wobei By die zufillige Bedienungsdauer der k-Forderung ist.

Beweis. Bezeichnen wir durch hx(7) (k=1,...,7;0 <7 <T) die bedingte Aufenthalts-
zeit der k-Forderung im Gerét, wobei 7 die Dauer bis zum ersten Eintreffenszeitpunkt ist.

Wir setzen
Wir haben fiir hg(7), dass

hi(m) £ i1 (B, falls 71 (B) <T — 7 -

Br+ b1 (T —71), fallsm_1(B) >T — 7,

10



wobei [, die zufillige Bedienungsdauer der k-Forderung ist und by (t) die Summe der Be-

dienungsdauer der 1,..., k - Forderungen, die wahrend t eintreffen, bezeichnet.

Es ist leicht zu sehen, dass

-7

T
Hk(’]') = /Bkl + Rk‘—l / P{hk(T) Z U}du
0
Unter Beriicksichtigung von (17) schliefsen wir
P{hk >u} P{Wklﬁk >u} u<T—T1.
Daraus folgt, dass (18) anders geschrieben werden kann

—T

T
Hy (1) = B + Rt / P{Wk—1(5k) > u}du
0
und

T

1
Hk:f
0

Somit ist das Lemma bewiesen.

Theorem 5

Unter den Bedingungen des Lemmas 1 gilt folgendes Erhaltungsgesetz

T

Ry—1axf5 RW,
Zpkm +Z Botile [ - )P{mes() > udu = 2200

Beweis. Es folgt direkt aus Theorem 4 und Lemma 1.

§2 Lineare Parametrische Abfertigungsdisziplinen

/Hk(T)dT:5k1+ (Fe /T T —u)- Plms(B) > u)du .

(18)

(19)

Wir betrachten im Folgenden das Modell M, |G, |1|co mit parametrischen Disziplinen [7].

Definition 3

Die k-Forderung trifft ins Modell zum Zeitpunkt T ein und bleibt darin bis zum Zeitpunkt
t. Zum Zeitpunkt t (t > 7) erhdlt die k-Forderung die Prioritit qi(t) = bg(t — 7), wobei

11



by > by >...>0b.>0. Zu einem beliebigen Zeitpunkt befindet sich im Gerdt die Forderung
(von allen anwesenden Forderungen im Modell), die Hochste Prioritat besitzt.

Also, die Bedienungsunterbrechungen sind zugelassen, und die parametrische Disziplin heifst
linear parametrisch mit Bedienungsunterbrechungen.

Diese Definition wurde von L. Kleinrock [6], [7] eingefiihrt. Fir den Fall, dass die Bedie-
nungsdauern der Forderungen exponentiell verteilt sind, von thm vollstindig erforscht. Die

Parametrische Disziplin plus das Modell gibt ein parametrisches Modell an.

Lemma 2. Bei R > 1 fiir lineare parametrischen Disziplinen gilt die Gleichung

Hy, = B . (21)

k—1 b
- xe(-)

Als Parameter sind hier by, ..., b, zugrundegelegt.

Beweis. Bezeichnen wir durch Hy(«a) (k=1,...,r) die bedingte mittlere Aufenthaltszeit
der k-Forderung im Gerat unter der Bedingung, dass im Moment ihres ersten Eintreffens
am Gerat die k-Forderung die Prioritat a erhélt. Die entsprechende Situation ist im Bild
abgebildet.

gr(t)

Figure 1

Der Moment des ersten Eintreffens der k-Forderung am Gerét wird hier auf den Zeitpunkt
0 gelegt.
Es sei i < k. Die Groken (—t;) und ¢, (i = 1,...,k — 1) konnen aus den Prioritatsglei-

chungen bestimmt werden, d.h.

12



bit; = « und bi(Hk(a) — t;) = a + b Hy ()

o« , o by,
= 1, = b und t;, = 5 + <1 3 >Hk(a)
by,
= _

Das Zeitintervall (—t,;0) ist die Uberbelastungspanne des Geréts, sonst wire die gegebene
k-Forderung am Gerét eingetroffen. Diese Zeitspanne besteht aus der Bedienungsdauer der
j-Forderungen (j = k+1,...,1), welche in das Modell bis zum Zeitpunkt (—t) eingetroffen
sind und i-Forderungen (i = 1,...,k — 1), die bis zum Zeitpunkt (—¢;) eingetroffen sind.
Die Bedienung aller j-Forderungen soll bis zum Zeitpunkt 0 beendet werden, weil diese bis
zum Zeitpunkt 0 die allerh6chsten Prioritdten erzeugen als . Die nach dem Moment (—t;)
eintreffenden j-Forderungen haben zu einem beliebigen Zeitpunkt niedrigere Prioritéiten als
die gegebenen k-Forderungen, die nicht die Grofe Hy(a) beeinflussen. Die Bedienung aller
i-Forderungen (i = 1,...,k — 1) endet zum Zeitpunkt 0.

Daraus folgt, dass auf Hy(«) nur die i-Forderungen (i = 1,...,k — 1) einwirken, die wih-
rend (—t;, t;) im Modell eintreffen. Sie wurden alle vor der k-Forderung im Zeitintervall
(0; Hg(v)) bedient.

Die mittlere Anzahl solcher i-Forderungen (22) nach ist gleich

(1~ %) Hy(a) |

%

und die summierte mittlere Bedienungszeit ist gleich

pi<1 - Z—f) - Hy(a) .

Hy(a) besteht aus den summierten Erwartungswerten und aus den mittleren Bedienungs-
dauern gegebener k-Forderungen.

Daraus ergibt sich, dass

k-1
Hi(a) = B + ZPz’(l — %)Hk(a)

Bra
k—1 )
=% o= )

Mit anderen Worten, Hy(«) héngt nicht von « ab.

> Hk = Hk<04) =

, (k=1,...,1).

Somit ist das Theorem bewiesen. O
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Theorem 6

Unter den Bedingungen des Lemmas 2 gilt das folgende Erhaltungsgesetz

- Wy 1 < ar B2
Zpka:1_3_52 k1 o
=1 =SS Pz( _ b_k)

i=1 ‘

Beweis. Es ergibt sich aus Theorem 4 und Lemma 2.
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